
关系的性质
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 内容1：概率论
 概率函数、条件概率、独立性

 内容2：贝叶斯定理

 Pr 𝐹 𝐸 =
Pr[𝐸∣𝐹] Pr 𝐹

Pr 𝐸

 内容3：随机变量及其期望与方差
 期望、条件期望、全期望公式(全概率公式)、期望的

线性性质、方差、概率化方法

回顾



 问题1：关系具有哪些重要性质？

 问题2：如何计算关系的闭包？

本节提要



关系的定义（回顾）

 若A, B是集合, 从A到B的一个关系是AB的一个
子集.

 集合, 可以是空集

 集合的元素是有序对

 若A=B： 称为“集合A上的（二元）关系”
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关系的表示（回顾）

 假设A={a,b,c,d}, B={α,β,γ}  // 假设为有限集合

 集合表示: R1={(a, β), (b, α), (c, α),(c, γ)}

0-1矩阵 有向图
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关系的性质：自反性

 集合A上的关系 R 是:

 自反的 reflexive：定义为：对所有的 aA, (a,a)R

 反自反的 irreflexive：定义为：对所有的aA, (a,a)R

注意区分”非”与”反”

 设 A={1,2,3}, RAA

 {(1,1), (1,3), (2,2), (2,1), (3,3)} 是自反的

 {(1,2), (2,3), (3,1)} 是反自反的

 {(1,2), (2,2), (2,3),( 3,1)} 既不是自反的，也不是反自反的
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关系的性质：自反性
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 R 是 A 上的自反关系  IAR,
这里IA是集合A上的恒等关系,即: IA={(a,a)| aA }

直接根据定义证明：

  只需证明：对任意(a,b) ，若(a,b)IA, 则(a,b)R

  只需证明：对任意的a, 若aA, 则(a,a)R

关系的性质：自反性



关系的性质：对称性

 集合A上的关系R是: 

 对称的 symmetric：定义为：若 (a,b)R, 则 (b,a)R

 反对称的 anti-~：定义为：若(a,b)R 且(b,a)R ，则a=b

 设 A={1,2,3}, RAA

 {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(3,1),(3,3)} 是对称的

 {(1,2),(2,3),(2,2),(3,1)} 是反对称的
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关系的性质：对称性
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关系的性质：对称性
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关系的性质：对称性

 R 是集合A上的对称关系  R-1=R

  证明一个集合等式 R-1=R

◼若(a,b)R-1, 则(b,a)R, 由R的对称性可知(a,b)R, 因此：

R-1R; 同理可得：RR-1; 

  只需证明：对任意的(a,b) 若(a,b)R, 则(b,a)R
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关系的性质：传递性
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关系的性质：传递性
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 关系的复合(乘)运算满足结合律，可以用 Rn 表示

R◦ R◦…◦ R     (n是正整数)  

 命题：(a,b)Rn 当且仅当：存在t1,t2,…,tn-1A, 满足：

(a,t1),(t1,t2),…,(tn-2,tn-1),(tn-1,b)R。

 集合A上的关系R是传递关系  R2R

 必要性： 任取(a,b) R2 ,根据上述命题以及R的传递性可得(a,b)R

 充分性： 若(a,b)R, (b,c)R, 则(a,c)R2, 由R2R可得： (a,c)R，则 R
是传递关系

关系的性质：传递性



例
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一些常用关系的性质

非空集合上的空关系
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关系运算与性质的保持



 问题1：关系具有哪些重要性质？

 自反性、对称性/反对称性、传递性

 问题2：如何计算关系的闭包？

本节提要



“闭包”

一个对象

橘黄色圈、紫色框分别满足：

１．是圆的/正方形的（性质）

２．覆盖所给对象

３．如果有个绿色圆/红色框也覆盖此对象，就一定覆盖橘黄圈/紫色框

找出最小的覆盖此对象的圆形/正方形



 设R是集合A上的关系，P是给定的某种性质（如：

自反、对称、传递），满足下列所有条件的关系R1

称为R的关于P的闭包:

 R1 满足性质P 

 RR1

 如果存在集合A上的关系R’，R’ 满足性质P 并包含R，

则R1R’

 自反闭包r(R)、对称闭包s(R)、传递闭包t(R)

关系的闭包：一般概念



 设 R 是集合A上的关系，其自反闭包r(R)也是A上

的关系，且满足：

 r(R)满足自反性；

 R  r(R); 

 对A上的任意关系R’, 若R’也满足自反性，且也包含R，则

r(R)R’

 例子

 令A={1,2,3}, R={(1,1), (1,3), (2,3), (3,2)}。则r(R)={(1,1), 

(1,3), (2,3), (3,2), (2,2), (3,3)}。

自反闭包的定义



 r(R) = RIA, IA是集合A上的恒等关系

(证明所给表达式满足自反闭包定义中的三条性质)

1. 对任意 xA, (x,x)IA, 因此, (x,x)RIA

2. RRIA

3. 设 R’ 集合A 上的自反关系，且RR’, 则对

任意 (x,y)RIA, 有(x,y)R, 或者 (x,y)IA。 对两种

情况，均有 (x,y)R’, 因此, RIAR’

自反闭包的计算公式



 s(R) = RR-1, 这里R-1是R的逆关系

 s(R)是对称的。对任意 x,yA, 如果 (x,y)s(R), 则(x,y)R 或

者(x,y) R-1, 即(y,x) R-1 或者 (y,x) R,  (y,x)s(R)

 R s(R)

 设R’是集合A上的对称关系, 并且RR’, 则对任意

(x,y)s(R), 有(x,y) R 或者(x,y) R-1.

◼ 情况1: (x,y) R, 则 (x,y) R’

◼ 情况2: (x,y) R-1, 则 (y,x) R, 于是 (y,x) R’。根据R’的对

称性：(x,y) R’

因此, s(R) R’

对称闭包的计算公式



连通关系

 R是集合A上的关系

 定义集合A上的“R连通”关系R*如下：

 对任意a,bA, a R*b 当且仅当：存在t1,t2…tkA(k是正整

数)，满足(a,t1) R; (t1,t2)R;…; (tk,b)R。(可以表述为：

从a到b之间存在长度至少为1的通路)

 显然：对任意a,bA, a R*b 当且仅当存在某个正整数k,使

得aRkb。

 于是：R* = R1R2R3…Ri… = k

k

R


=1



传递闭包
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因此
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的传递性，根据

于是

满足：则有

若。且包含上的传递关系是集合设







例：利用公式证明闭包相等

 证明：r(s(R)) = s(r(R))

 r(s(R)) = r(RR-1)

= (RR-1)IA

= (RIA)(R-1IA
-1)   (注意：IA=IA

-1, 并用等幂率)

= (RIA)(RIA)-1

= s(RIA)

= s(r(R))

注意：r(s(R))一般省略为rs(R)



例：用定义证明有关闭包的性质

 )()((2) ; )(1

 )( 

RtsRtRts

Rt

满足对称性）（

明：根据定义，我们只需证的对称闭包，左边是注意：

)()( RtsRst 证明：

满足对称性。于是：

对称性，

满足而

满足对任意证明

。显然满足传递性，显然

我们只需要证明：的传递闭包，考虑到左边是证明
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注意：传递关系的对称闭包不一定是传递的。比如：{(1,3)}



闭包的存在vs可计算

 令R是A上的关系

 若关于某性质P的闭包存在，则必是唯一的。

 存在性证明：

◼令：

◼𝐴 × 𝐴（自反、对称、传递）保证了𝑅’存在

◼显然𝑅’ 具有性质 𝑃

 闭包计算可行性尚待讨论

 自反闭包和对称闭包显然可计算

 传递闭包理论上可计算

}P具有性质|{' XXRXR = 



有限集合上的传递闭包
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  ,|| 的传递闭包是：上的关系则假如

A 中只有 n 个不同的元素，如果在R中存在一条从a到b
的长度至少为1的通路，那么存在一条长度不超过n的
从a到b的通路。



用矩阵乘法计算传递闭包
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传递闭包：

nn矩阵相乘，结果中每1项，要做(2n-1

次)布尔运算(积与和)，总共需要计算n2项。

nn矩阵相加,要做n2次布尔运算(和)

本算法共进行n-1次矩阵乘和加。

总运算量(n2(2n-1)+n2) (n-1)=2n3(n-1)





例



也就是所需的结果。即

内的通路。均在集合存在中间节点

到从当且仅当对

。的关系矩阵即为这里：

计算算法迭代式地用的乘幂不直接计算
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ai aj

ak

all interior vertices in {a1,...,ak-1}

Wk[i,j]=1 if and only if:

Wk-1[i,j]=1, or 

Wk-1[i,k]=1 and Wk-1[k,j]=1 

求传递闭包的Warshall算法



ai aj

ak

中间点，在集合{a1,...,ak-1}中

求传递闭包的Warshall算法





Warshall算法



 ALGORITHM WARSHALL (MR : nn的0-1矩阵）

 1. W := MR

 2. FOR k :=1 to  n

 FOR i :=1 to  n

 FOR j :=1 to  n

 W[i, j]  W[i, j] (W[i, k]W[k, j])

 3. Output W

 END OF ALGORITHM WARSHALL

这个语句在三重循环内，
执行n3次，每次执行2个
布尔运算（和与积）

总运算量: 2n3

Warshall算法



Warshall算法示例



 问题1：关系具有哪些重要性质？

 自反性、对称性/反对称性、传递性

 问题2：如何计算关系的闭包？

 自反闭包r(R) = RIA 、对称闭包s(R) = RR-1 、传递闭
包的Warshall算法

本节小结



作业

 见课程网站


