
循环群与群同构
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回顾

 问题1：什么叫做群的子群，如何判别之？
 非空子集 + 封闭、结合律、单位元、逆元

 判定：根据定义或三个判定定理

 问题2：子群一定存在么，若存在则满足什么
性质？
一定存在平凡子群

 子群H的所有陪集构成母群G的一个划分

 拉格朗日定理及其推论：有限群的子群阶是母群阶
的因子、有限质数阶群没有非平凡子群、有限质数
阶群一定是循环群
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本节提要

 问题1：什么是循环群？

 问题2：循环群的子群是否存在、如何构造？

 问题3：循环群是否存在统一的规律性？
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循环群与生成元
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循环群与生成元（续）
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例
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例
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例
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无限循环群的生成元
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无限循环群的生成元（续）
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⚫

有限循环群的生成元
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有限循环群的生成元（续）
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例



本节提要

 问题1：什么是循环群？

可通过某个元素（生成元）生成所有元素

无限循环群有两个生成元，有限循环群有Φ(n)
个生成元

 问题2：循环群的子群是否存在、如何构造？

 问题3：循环群是否存在统一的规律性？
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幂

自然成立

循环群的子群
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循环群的子群（续）



17

例



本节提要

 问题1：什么是循环群？

看通过某个元素（生成元）生成所有元素

无限循环群有两个生成元，有限循环群有Φ(n)
个生成元

 问题2：循环群的子群是否存在、如何构造？

对于n阶循环以及n的因子d，恰有一个d阶子群，
为<an/d>

 问题3：循环群是否存在统一的规律性？
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群同构与同构映射
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群同态与同态映射
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群同态与同态映射（续）
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无限循环群的同构群
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有限循环群的同构群
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循环群的同构群



本节小结

 问题1：什么是循环群？
通过某个元素（生成元）生成所有元素

无限循环群有两个生成元，有限循环群有Φ(n)个
生成元

 问题2：循环群的子群是否存在、如何构造？
对于n阶循环以及n的因子d，恰有一个d阶子群，

为<an/d>

 问题3：循环群是否存在统一的规律性？
无限循环群皆与整数加群同构，n阶有限群循环

群皆与模n加法群同构
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例：群的直积

 给定两个群: (S,   ⃘), (T,*), 定义笛卡儿乘积ST上
的运算⊗如下：

<s1,t1> ⊗ <s2,t2> = <s1  ⃘s2, t1*t2>

 证明：(ST, ⊗)是群

 结合律： <(s1  ⃘s2)  ⃘s3, (t1*t2)*t3> 

=  <s1   ⃘(s2   ⃘s3), t1*(t2*t3)>

 单位元素：<1S, 1T>

 逆元素：<s, t> 的逆元素是 <s-1, t-1>

◼ (其中： s, s-1S,  t, t-1T)
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 CmCn≅Cmn iff m与n互质。其中Ck表示k阶循环群。

若m与n互质，只需证明CmCn含有阶为mn的元素。

◼ (a,b)mn = e, 其中a,b分别是Cm和Cn的生成元素。

◼ 若(a,b)k = e, k必是m,n的公倍数，因m与n互质，故k 是

mn的倍数。所以，(a,b)的阶是mn。

若CmCn≅Cmn，则CmCn是循环群，设其生成元是(s,t), 

则(s,t)的阶是mn, 若gcd(m,n)=k>1, 则(s,t)mn/k =e, 这与(s,t)的

阶是mn矛盾。

注意：sm=e1, t
n=e2,
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例：循环群的直积



 Cn中元素按其阶分类，d阶元素共有φ(d)个，d|n.

 n的每个因子d，恰有一个d阶子群

 d阶子群生成元个数是φ(d) ，每个生成元都是d阶元素
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欧拉函数和欧拉定理
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例



⚫ (Euler定理）若正整数a与n互质，则

小于n且与n互质的正整数及（模n）乘法构成一个群
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欧拉函数和欧拉定理

例如，n=12，群元素{1,5,7,11}，该群的单位元是1。
假设某个满足条件(a,n)=1的元素a的阶是k，即ak ≡ 1 
(mod n)；<a>是一个子群，由拉格朗日定理有
φ(n)=k*M，于是有a^φ(n)= a^{kM} = (a^k)^M = 1^M 
=1    mod n



作业

 见课程主页
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