
图论 -基本概念
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内容1：布尔代数

满足结合、分配、同一、交换、补律；有补分配格

内容2：有限布尔代数表示定理

任意布尔代数同构于其原子构成集合的幂集代数系统
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回顾



本节提要

内容1：图的定义

内容2：图的应用

内容3：图的表示

内容4：图的同构
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图的定义 Graph

 图G是一个三元组：G =(V, E, )

 V是非空顶点集，E是边集，且 V⋂ E = ；

 : E→ (V),且e E. 1|(e)|2. (e)称为边 e的端点集.

 举例（数据中心、通信链接）

洛杉矶

旧金山 丹佛
芝加哥 华盛顿

纽约
底特律

常常省略，写作：
G = (V,  E)4



图的定义（续）

 图G = (V, E, )是简单图，如果

每条边有2个端点，即： e E. |(e)| = 2，并且

不同边有不同端点集，即：如果e1 e2，则(e1)  (e2)

 图G = (V, E, )是伪图，如果

存在一条只有1个端点的边，即: e0E.|(e0)| = 1，或者

有两条边具有相同的端点集，即: e1 e2.(e1)=(e2)
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图的定义（续）

 伪图（包含环或者多重边）示例

洛杉矶

旧金山 丹佛
芝加哥

华盛顿

纽约
底特律
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图的定义（有向图）

 有向图G是一个三元组：G= (V, E, )

 V是非空顶点集，E是有向边（弧）集，且V⋂E=；

 :E→VV,若(e)=(u, v),则u和v分别称为e的起点和终点.

 举例（简单有向图）

洛杉矶

旧金山 丹佛
芝加哥 华盛顿

纽约
底特律
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 无向图G = (V, E, ), (e)={u, v}

 u和v在G里邻接（相邻）

 e关联（连接）顶点u和v

 图G中顶点v的度, deg(v)， dG(v)

与该顶点关联的边数，环为顶点的度做出双倍贡献

洛杉矶

旧金山 丹佛
芝加哥

华盛顿

纽约
底特律
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图的术语



 无向图G有m条边，n个顶点v1, …vn.

 推论：无向图中奇数度顶点必是偶数个。
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握手定理



 有向图G =(V, E, ), (e)=(u, v)

 u是e的起点，v是e的终点

假设 uv，u邻接到v，v从u邻接

 有向图中顶点的出度和入度

 dG
+(v) =以v为始点的边的条数， deg+(v)

 dG
-(v) =以v为终点的边的条数， deg- (v)

 有向图中各顶点的出度之和等于入度之和。

vV deg+(v) = vV deg-(v) =|E|

 有向图的底图
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图的术语（续）



 若简单图G中任意两点均相邻，则称为完全图。

记为Kn,其中n是图中顶点数。

 Kn中每个顶点皆为n-1度，总边数为n(n-1)/2。

边数达到上限的简单图。

K3
K2K1 K4

K5
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特殊的简单图（完全图）



C4 C5C3

W4W3 W5

Cycle

Wheel
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特殊的简单图（圈图与轮图）



Q1

10

Q2

10 11

00 01

Q3

100 101

000 001

110 111

010 011

n-cube

正则图：顶点度相同的简单图

13

特殊的简单图（立方体图）



 设G=<V,E>, G’=<V’,E’>, 如果V’V, E’E, 则称G’

是G的子图。

 如果V’V,或者E’ E,则称为真子图。

 诱导(导出)子图：可以由顶点集的子集，或者由

边集的子集导出一个子图。
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子图



 加新边:G+e

 减边或边集：G-e

 减点或点集: G-v（同时删除与v关联的边）

 边的收缩: G/e
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图的运算



 G∪G’：以V(G)∪V(G’)中的顶点组成的集合为顶点

集,以E(G)∪E(G’)为边集。 //简单图的并

 假设G和G’是不交的无向图, 定义GG’如下：

以V(G)∪V(G’)为顶点集

以E(G)∪E(G’)∪{{x, y}| xV(G), yV(G’)}为边集

举例, K2  K3 = K5. 

 简单图G的补图（complement graph），记为 G

 G=(V, E) 的补图定义为 (V, [V]2 \E) 
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图的运算



本节提要

内容1：图的定义

内容2：图的应用

内容3：图的表示

内容4：图的同构
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 交通网络

航空、公路、铁路

 信息网络

万维网图（Web Graph）

引用图（Citation Graph）

 社会网络

熟人关系图

合作图，好莱坞图

呼叫图

 体育（循环赛的图模型）
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图模型



Königsberg七桥问题

 问题的抽象：

用顶点表示对象-“地块”

用边表示对象之间的关系-“有桥相连”

C
D

A

B

A

C

B

D
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循环赛的冠军是哪个队？

A

B

C

F

E

D
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优先图和程序并发执行

 右边的程序有没有办法执行快一点？

s1||s2;s3||s4;s5||s6
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“巧渡河”问题

 问题：人、狼、羊、菜用一条只能同时载两位的小船
渡河，“狼羊”、“羊菜”不能在无人在场时共处，
当然只有人能架船。

 图模型：顶点表示“原岸的状态”，两点之间有边当
且仅当一次合理的渡河“操作”能够实现该状态的转
变。

 起始状态是“人狼羊菜”，结束状态是“空”。

 问题的解：找到一条从起始状态到结束状态的尽可能
短的通路。

23



“巧渡河”问题的解

 注意：在“人狼羊菜”的16种组合种允许出
现的只有10种。

空 (成功 )

人羊狼菜 人狼菜 人羊狼 人羊菜

狼菜 狼 菜

人羊

羊
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 问题：排考试时间，一方面要总时间尽可能短(假设

教室没问题)，另一方面一个同学所选的任意两门课

不能同时间。

 图模型：每门课程对应一个顶点。任意两点相邻当且

仅当对应的两门课程有相同的选课人。

 解：用不同颜色给顶点着色。相邻的点不能同颜色。

则最少着色数即至少需要的考试时间段数(可以将颜

色相同的点所对应的课程安排在同一时间)。
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考试时间编排问题



 邮递员从邮局出发，走过辖区内每条街道至少一次，

再回邮局，如何选择最短路线？

 Euler回路？添加重复边（权和最小）。
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中国邮递员问题（管梅谷，1960）



 n个城市间均有道路，但距离不等，旅行商从某地

出发，走过其它n-1个城市，且只经过一次，最后

回到原地，如何选择最短路线？

 最短Hamilton回路。
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旅行商(TSP)问题
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地图与平面图着色（四色定理）
 

沪 

黔 

渝 

鲁 
津 

吉 

黑 

辽 

蒙 

冀 

京 

豫 

晋 

苏 

浙 

闽 

宁 

陕 

甘 

青 

新 

藏 

滇 

桂 

川 

粤 

湘 

皖 

赣 

鄂 
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地图与平面图着色（四色定理）
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一般图着色

 Proper coloring

一个没有自环的图进行点着色，使得相邻节点的颜色

均不同

 图的色数(G)（chromatic number）

能够得到图G的proper coloring的最少颜色个数
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一般图着色

 性质

 (G)|VG|,且等号仅当G=Kn时成立

如果H是G的子图，则(G)(H)

如果G是cycle

◼ |VG|=2k, (G)=2

◼ |VG|=2k+1，(G)=3

如果G是wheel

◼ If |VG|=2k, (G)=4

◼ If |VG|=2k+1，(G)=3



32

例
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色多项式

 给定图G和x个颜色，PG(x)是G上不同的proper

coloring的个数

 PG(x)是关于x的一个多项式函数，又称色多项式

a

b

c

d

PG(x)=x(x-1)3 PG(x)=x(x-1)(x-2)(x-3)(x-4)PG(x)=(x-1)n + (-1)n(x-1)
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色多项式的递归式

G.in   edge  themergingby graph   theis 

 and, },{ where

)()()(

eG

eGG

xPxPxP

e

e

GGG e
e

−=

−=

e

Ge is K3, so, the polynomial is: x(x-1)(x-2)

Ge has two component, one a single vertex, and 

the other, K3. So, the polynomial is:

x(x(x-1)(x-2))=x2(x-1)(x-2)

PG(x) = x2(x-1)(x-2) - x(x-1)(x-2) = x(x-1)2(x-2) 

(G)=3



本节提要

内容1：图的定义

内容2：图的应用

内容3：图的表示

内容4：图的同构
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 无向图G = (V, E, ) ，不妨设V＝v1，…，vn，E＝

e1，…，em。

 M(G) ＝mij称为G的关联矩阵(n×m阶矩阵), 其中

 无向图G可以是伪图(含环或多重边)。





=
否则

关联如果

0

ve1
m

ij

ij

vi(ej)
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关联矩阵(incidence matrix)



























=

01100

10110

00011

11001

M(G)

v1 v2

v3v4

e1

e2

e3

e4 e5

关联矩阵表示法不适合于有向图
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举例（关联矩阵）



 简单有向图G = (V, E, ) ，设V＝v1，…，vn，E＝

e1，…，em。

 A(G)＝aij称为G的邻接矩阵(n×n阶矩阵)，其中





=
否则

邻接到如果

0

vv1
a ji

ij

eE. (e)=(vi, vj)

38

邻接矩阵(adjacency matrix)



























=

0001

1011

1100

0010

A(G)

v1 v2

v3v4

可推广到简单无向图
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举例（邻接矩阵）



























=

0101

1011

0101

1110

A(G)

v1 v2

v3v4

简单无向图的邻接矩阵是对称矩阵
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举例（邻接矩阵）



举例（邻接矩阵）

The Nauru graph, from Wikipedia
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举例（邻接矩阵）

Directed Cayley graph of S4, from Wikipedia
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 若图G = (V, E, ) 没有多重边，列出这个图的所有

边。对每个顶点，列出与其邻接的顶点。

是单射

顶 点 相邻顶点

a b, c, e

b a

c a, d, e

d c, e

e a, c, d

a c

b

e d
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邻接表



 若图G = (V, E, ) 没有多重边，列出这个图的所有

边。对每个顶点，列出与其邻接的顶点。

是单射

顶 点 相邻顶点

a b, c, d, e

b b, d

c a, c, e

d

e b, c, d

a c

b

e d
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邻接表（有向图）



 通常，邻接矩阵中的元素为0和1，称为布尔矩阵。

 邻接矩阵也可表示包含多重边的图，此时的矩阵不是布

尔矩阵。

v1 v2

v3v4

























=

0212

2110

1103

2030

A
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关于邻接矩阵



⚫ 当有向图中的有向边表示关系时，邻接矩阵就是

关系矩阵。

⚫ 图G的邻接矩阵中的元素的次序是无关紧要的，只

要同时进行行和行、列和列的交换，则可得到相

同的矩阵。

 若有二个简单有向图，则可得到二个对应的邻接矩阵，

若对某一矩阵进行行和行、列和列之间的交换后得到

和另一矩阵相同的矩阵，则此二图同构。
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关于邻接矩阵



 顶点的度

行中1的个数就是行中相应结点的出度

列中1的个数就是列中相应结点的入度

Deg+(1)=1,Deg-(1)=2

Deg+(2)=2,Deg-(2)=2

Deg+(3)=3,Deg-(3)=1

Deg+(4)=1,Deg-(4)=2























=

0001

1011

1100

0010

A

v1 v2

v3v4
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邻接矩阵的运算



 逆图（转置矩阵）

设Ｇ的邻接矩阵为A，则G的逆图的邻接矩阵是A的转置

矩阵，用AT表示。



















=

１０００

１１０１

００１１

０１００

A



















=

０１１０

０１００

１０１０

００１１

TA
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邻接矩阵的运算



jninjiji

n

k
jkikij

ij

T

aaaaaaaab

bBAA

+++==

==


=


2211

1

][

 bij表示结点i和结点j均有边指向的那些结点的个数；

若i＝j，则bii表示结点i的出度。
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邻接矩阵的运算



njnijiji

n

k
kjkiij

ij

T

aaaaaaaaC

CCAA

+++==

==


=


2211

1

][

 Cij表示同时有边指向结点i和结点j的那些结点的个数；

若i＝j，则Cii表示结点i的入度。
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邻接矩阵的运算





















=

００１１

１１３１

０２１０

１０１０

TAA



















=

１１１２

００１１

１２０１

２１０１

AAT

























=

0001

1011

1100

0010

A

v1 v2

v3v4
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邻接矩阵的运算




=

++==

===

n

k
njinjikjikij

ij

aaaaaad

dDAAA

1
11

2 ][



 若aik×akj＝1，则表示有i→k→j长度为2的有向边；

 dij表示i和j之间具有长度为2的通路个数。
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邻接矩阵的运算





















==

０１００

１１１１

２１０１

００１１

AAA2



















==

００１１

２２１２

１２１１

２１０１

AAA 23

























=

0001

1011

1100

0010

A

v1 v2

v3v4

从v2→v1，有二条长度为2的通路；有一条长度为3的通路
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邻接矩阵的运算



 长度不大于k的通路个数



















=+++=

３２１２

７７４７

５５４６

３４２３

4321

4 AAAAB

























=

0001

1011

1100

0010

A

v1 v2

v3v4
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邻接矩阵的运算



本节提要

内容1：图的定义

内容2：图的应用

内容3：图的表示

内容4：图的同构
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 图同构的定义

设G1=(V1, E1, 1)和G2=(V2, E2, 2)是两个简单无向图。

若存在双射f: V1→V2, u和v在G1中相邻当且仅当 f(u)和

f(v)在G2中相邻。此时称f是一个同构函数。

设G1=(V1, E1, 1)和G2=(V2, E2, 2)是两个无向图。若存

在双射f: V1→V2, g: E1→E2, e∈E1, 1(e)={u,v},当且仅

当 g(e)∈E2,且2(g(e))={f(u),f(v)}。
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图的同构



图同构的例子
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图同构的例子
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http://en.wikipedia.org/wiki/File:Graph_isomorphism_a.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Graph_isomorphism_b.svg


图同构的例子
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 可能存在的双射个数：n！个

 现有最好算法在最坏情况下的时间复杂性是指数级。

 （在最坏情况下）时间复杂性为多项式的算法？
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检测两个简单图是否同构



 图同构下保持的性质称为图不变的

顶点数、度序列、…

 利用图不变的性质（没有保持）来推断出不同构

a c

b

e d

a c

b

e d

图G 图H
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检测两个简单图是否同构



a

c

b

d

e

h

f

g

s

u

t

v

w

z

x

y

u1

u3

u2

u4

u5
u6

v1

v4

v3

v5

v2

v6

3度顶点的

导出子图不
同构
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检测两个简单图是否同构



作业

 见课程网站
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